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研究ノート
生産フ゜ロジェクトの価値と Black-Scholes式
~McDonald-Siegel モデルー—
? ?
安 雄
1. 序
2. 生産プロジェクトの危険中立的現在価値
3. 配当付き株式の公正なコール価格
4. 生産プロジェクトの危険回避的市場での価値
付録．期限2のコール価格の数値例
1. 序
将来生産のプロジェクトの価値を現在どのように評価するか，の問題を最初に危険中立
的投資家の立場から接近する（第2節）。その解が，配当付き株式に基礎をおくコール・
オプション価格の Black-Scholes式に同等になることを，第3節で明らかにした後，第
4節で危険回避的投資家の市場における， 当面の問題に対する解を導出する。全般的に
McDonald-Siegel (1685)モデルを解説して，上記のコール価格式との関連を追求するの
が本稿の目的である。
2. 生産プロジェクトの危険中立的現在価値
いま現時点0において，将来時点 Tに取得される利潤町の請求権 (claim)の現在価
値 Vo(1)を導出しよう。そのために生産物価格 Pは次のように変動するものと想定す
る。すなわち Pは連続時間 tの確率過程
dP 
-p=μpdt+opdzp (1) 
に従って動く。ここに町は価格 Pの期待上昇率， Opはその成長率の1単位時間での標
準偏差，そして Zpは標準ウィナー過程に従う確率変数である。 この過程の初めの価格
POは既知である。 t時点における PをPtと記すと， (1)式によって，現時点での Bの
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期待値は
Eo[P,J=氏exp(μpt)・(2)
となり， nの自然対数（それを logと表示）の期待値と分散は
Eo[logP,J=logPo+(μp-(a,2/2))た初 (3a) 
var[logP1]=ap2t==S,2 (3b) 
となることがわかる。そしてZpは平均値0と分散 tの正規分布に従うので，
IogP1=P、+apZp (4) 
は，平均値かと分散 s,2の正規分布に従う（村田・里麻 (1991),第7章，数学付録§1
を参照）。
かくして Ptは(2)の平均値をもつ対数正規 (log-normal)分布に従うので，その密度
関係は下記の g(P,)で与えられる。
g(P,) = 1 1 log.P,-Pt 2 P研百exp巳( St ) ] (O<P,<oo) (5) 
ただし(5)以外の Ptについては g(Pt)=Oである。
当面の議論の対象となる資本は，各時点 tに1単位の生産物を生産して Ptで販売し，
Ltの可変費用（労働賃金などの）を支出するので，その時の利澗は
冗,=max(O,P,-L,) (6) 
である。 (6)式は， BがLtより大きい時にのみ生産は行われ，それ以外では操業しない
ことを意味する。いま t=Tの L、は確定値 LTであると想定する。またリスク無しの
利子率を rと記し，これも定数と想定すると，将来時点 Tにおける利潤町の現在価値
は，危険中立的投資者にとっては， rによって冗Tの期待値を割り引いた値に等しい。す
なわち
Vo(T)=ず•TE0[11:T]
＝ずrT島[max(O,PT-LT)] 
Bの確率密度関数 g(P,)を適用して，既知の値 P。の条件下での Eo[町］は
Eo[max(O, PT-LT)]=~0011:Tg(PTIPo)dPT 
゜
=~00(PT-LT)g(PTIPo)dPT 
LT 
になる。従って Vo(1)は次のように表現できる。
Vo(1)==V(Po, LT, 1) 
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いま変数変換
ツT='=IogPT-PT 
ST 
(9) 
を施すと， (8)式の最右辺は次のように変換できるI)。（以下では添字の Tを略す。）
rceツS十P-L)(eY•+P sv百）一le― c,212)se1•十Pdy
“ 
ここに
a= logL-P s 
とおく。さらに
w=y-s 
とおき，
ys=s2+sw, 炉=s2+2sw+w2
の関係を利用して， (8')を下記のように書き換える。
~~ ~e-C炉/2) 砂+(s2/2)~1
a-s v2冗
dw-L~--=e-c,•12)dy 
“ 
v2冗
いま平均がゼロ，分散が1の正規分布関数を
" 1 N(x) ==~--=e—（炉12)dw
v'2冗-oo 
と置くと，明らかに
1-N(x)=N(→） 
が成立し， (11)と(11')を用いて， (8")は次のように表される。
eP+<s2f2)N(s-a)-L• N(-a) 
(8') 
(9') 
(10) 
(8") 
(11) 
(11') 
(12) 
(12)へ(9')の a(添宇 Tを明示して）．および(3a)のかと(3b)のS、2の定義 (tを T
に変えて）を考慮すれば，結局において(7)式は次のように表現できる。
Vo(T) =Poe-8T N(d1)-Lre-rT N(d2) (1~) 
ここに
d1= 
Iog(Po!LT)+[r-6+(ap2/2)]T 
a,v'T 
1) (9)より ys+P=IogPが得られ，この逆対数をとってから微分すると，
dP=seY• 十Pdy
(14a) 
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d2= 
log(Po!LT)+[r-11-(サ/2)]T
Opfl 
=d,-opvT (14b) 
である。ただし 6は下記のように置かれている。
iJ=r-μp (15) 
いま価格 Pの期待上昇率 μpがリスク無しの利子率 rに一致するならば， (13)式はブ
ラック＝ショールズ (Black-Scholes,B-Sと略記）のヨーロヒ°アン・コール・オプション
価格の公式に帰着する2)。その場合には LTは権利行使価格， そして Tは権利消滅まで
の行使期間を意味し， Pは配当無しの株式の価格であると解釈される。もしこの株式の配
当率が 8であれば， (13)式はそのままの形で． 配当率を考慮した場合の公正なオプショ
ン価格式になることを，次節で解説しておこう。
3. 配当付き株式の公正なコール価格
われわれは Merton(1973, pp. 170~1)による配当付き株式のコール・オプション価
格（コール価格と略記）の式を， Smith(1976, p. 26)の方法に従って導出する。 Smith
(1976, p. 20) は言う。「B-Sは株式とヨーロビアン・コール・オプションを包含するポ
ートフォリオを構成して， リスクのないヘッジを造り出すことができることを示した。そ
の場合のボートフォリオ価値の変化の源は価格に在って，資産の量は一時点において不変
でなければならない。……例えば，いまヘッジ・ボートフォリオが株式の買いボジション
とコールの売りボジションで構成されている場合には，もし株価が上昇すると，そのボー
トフォリオの価値の増加分（株式の買いボジションにおける利潤からの）は，株価の上昇
がそのオプションの売りボジションを経て生成する損失による，そのボートフォリオ価値
の減少分と相殺する。ボジションが反対の場合には，上述のボートフォリオ価値の変分は
逆の形で相殺する。もし当面のヘッジ・ボートフォリオ内の株式とオプションが，時間を
経ての資産価格変動に応じて適当な仕方で連続的に調整されるならば，そのヘッジ・ボー
トフォリオの収益はリスク無しになり，従ってそのボートフォリオはリスク無しの収益率
を得る筈である。」
上述の引用文を式を用いて説明しよう。まず当面のヘッジ・ボートフォリオの価値 Vh
は，
2) Smith (1976)の(44)式を参照。なお(13)式と B-S式の関係を最初に指摘したのは
Merton (1973, pp. 161~2)である。
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Vh=SQ.+CQc (16) 
と定義され，ここに Q.は株式の量， QCはコールの量（株式1単位当たりコール1単位
を想定）， Sは株価，そして Cは当面の株式を基礎にするヨーロビアン・コール価格を
示す。同一時点における Sと Cの変化の dSとdCによる Vhの変化は
dVh=Q.dS+QcdC (17) 
と表される。 dCをdSに対応して調整すると考えると， 下記のように置くことができ
る。
ac 
dC=諒 dS (18) 
(18)を(17)式へ代入してから， Vhを不変に保持する Q.と QCを求めると，
O=Q,dS+Qc(8C/8S)dS (19) 
によって，一組の解（コール・オプション1単位の売りに対し cac;aS)単位の買い）
Q,=ac;as, Qc=-1 (20) 
が得られる3)。(20)における ac;asの値は，株式価格，株価予想変動率とその期待確
率，コール権利の行使価格と行使期間，およびリスク無し短期金利に依存して一意に決ま
るが，このことを数値例（付録）によって明らかにしよう。かくして決まる ac;asはヘ
ッジ比率 (hedgeratio)と呼ばれる。
付録の数値例において，株式価格 S=67と想定し， コール・オプションの権利行使ま
での期間を2期，その行使価格を6, リスク無し短期金利を1期間0.115/12として， 図
.1が描く株価変動期待の下で計算される公正なコール価格は C=l.4717になる。従って
(16)式のヘッジ・ボートフォリオの価値は，この数値例においては
Vh=67Q叶 l.4717Qc (16') 
である。もし株価 Sが67.1へ変化し，その他の条件が変わらないとすれば（ただし株価
変動期待は図1での各株価に 0.1を加えた値になる），公正なコール価格 Cは 1.5452に
なる。かくしてヘッジ比率はつぎのように算定される。
? ???
1. 5452-1. 4717 
=O. 735 (21) 
(20)と(21)を(16)式へ代入し， S=67とS=67.lのそれぞれについて Vhを計算すると，
3)もし株式1単位が売られ，コール・オプション cac;aS)単位が買われるならば，
Q,=-1, Qc=l/(8C/8S) 
となり，この組合せもまた(19)式の解になり得る。
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Vh=67XO. 735-1.4717=47. 7733 (22a) 
Vh=67.1XO. 735-1. 5452=47. 7733 (22b) 
となり， VhはSが67から 67.1に変わった時も不変であることがわかる。故にこの数値・
例では(17)式は
dVh=O. 735dS-dC (17') 
となり， dSの変化に対して，リスクをヘッジするよう dCが調整する。
さて株式の配当率（株式1単位当たりの）を 8と記して，時間 dtにおける株式配当分
だけ株価変動に追加すると， (17')の一般形としてのヘッジ・ボートフォリオの変分式は
ac 
dV'. 戸窓(dS+6Sdt)-dC
と表現される。いま連続時間で考察して，株価 Sは(1)式と同様に
dS で =μ,dt+a,dz,
(23) 
(1') 
に従って変動するものと想定する。この株式を基礎とするコール・オプションのプレミア
ム Cは，伊藤の定理によって次の偏微分方程式で表される。
dC=(菩+µ,SC,+½C1・さC,,)dt+u,SC,dz,
ここに偏微分係数を下記のごとく書く。
ac がC
C戸釈r,c,.=諒
(1')と(24)を(23)式へ代入して整理すると，
dVh=8C,Sdt-(誓＋告c•• 西）dt 
(24) 
(25) 
(26) 
となり，このボートフォリオ価値の変動率は均衡においてリスク無し収益率に一致しなけ
ればならない。つまり
dVhlVh=rdt (27) 
他方， (16)式に(20)を考慮すると
Vh=C.S-C (28) 
となり， (26)と(28)を(27)式へ代入して整理すると， (25)の元の書き方に戻して，次の偏
微分方程式が得られる。
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ac ac 1 
商 =rC+(8-r)S―-- a2c as zo.2~(29) 
ところでオプション権利行使期限におけるコール価格 0 は，行使価格 K と期限におけ
る株価 S について，
Ol'=max(O, S"'ー氏） (30) 
によって決まる。危険中立的投資家のみから成る市場においては，現在 (0時点）での株
価を Soとすると，公正なコール価格は，行使期間を Tとして， Ca(T)と記すと，
Ca(T)=す rTE(C*)
co ＝す叶 (S*-K)q(S*)dS*
K 
(31) 
に等しくなる。ここに q(S*)は(5)と同様に， S*の対数正規の確率密度関数である。そ
して前節と同じ計算を繰り返すことによって， (31)式はつぎのように解かれる。
Co(T)=&。臼N(f,)-K,臼 NCf2) (32) 
ここに八とんは下記の通りに置かれている。
f1= 
log(So/K)+[r-o+(o.2/2)]T 
_ a.fl (33a) 
f戸 /,-a.fl - (33b) 
そして (30)の境界条件の下での (29)式の解が(32)に等しくなることは， Black-Scholes
(1973, pp. 643~4)を参照すれば明白である。
4. 生産プロジェクトの危険回避的市場での価値
これまでは資本市場における投資家が平均的に危険中立的である場合に限定して議論さ
れた。次に危険回避的な投費家から成る市場においては，前述の生産プロジェクトの現在
価値が如何になるかを考察しよう。このような資本市場における任意の資本資産 Jの期
待収益率を町として，その均衡リスク・プレミアムは
.l.P;m町＝町一r (34) 
のいわゆる CAPMの式で決まる4)。ここに
.l.=jl_塑7プ：
Um 
(>O) (35) 
4)村田・里麻 (1991), 第8章，第4節を参照。なお資本市場における全資本資産を，
その市場価値に応じて組み合わせたボートフォリオをマーケット・ボートフォリオと
呼ぶ。
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はリスクの市場価格， μmはマーケット・ポートフォリオ (M';の収益率 Rmの期待値，
％はその標準偏差であり，また Pimは資産］の収益率と Rmとの相関係数を示す。
いま第2節で述べた生産を開始する時点を Tとし，或る時点 t(<T)において， (7')
と同様に， T時点に得られる利潤の現在価値を次のように表そう。
Vi(T)=V(P1, Lr, T) (36) 
そして生産物価格 Pは(1)式に従って変動すると考えると，伊藤の公式によって， Viの
変化率はつぎのようになる5)。
dV l av ァ =v[商十μ忍＋が炉Vpp]み十fa凡 dzp
==μ0dt+a.dzv (37) 
ここに下記の偏微分係数の表示が用いられている。
av 舒V
V戸溶戸， Vpp==甜万 (38) 
(37)式により次の恒等関係が成立する凡
av 1 
μ.V==百「虹pPVp+百Gp屯 Vpp (39a) 
Gv V==apPVp (39b) 
dz戸 dzp (39c) 
これらのうち(39c)は VとPの瞬時的変化率が完全に相関していることを意味する。従
って
Pvm=Pprn (40) 
となる。
さて (36)の V,(T)が当面の資本市場で取引される一資産であると考えると， (34)の
CAPM式により，
胆 =r+lPvmGv
が均衡状態を表す。 (34')式へ(39a),(39b)および(40)を考慮して整理すると，
誓=rV-(µp-APpmap)PVp —和屯Vpp
が均衡において成立することがわかる。
(34り
(41) 
5)村田・里麻 (1991), 第7章，数学付録， (16*)式を適用する。なお (37)式の中の V
は(36)に定義された v,を意味している。
6) Merton (1974, p. 451)を参照。
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いま当面の資本市場において,<1p<1mPpmに等しい共分散を Mとの間に保持する一資産
を Sとすると，その期待収益率μ.の均衡での値は
μ,=r+APpm<Jp (42) 
となるが，この山は Pの期待上昇率 μpより大きいものと想定して，
8=μ.-μp C>o)・(43) 
と置こう 7)。(42)と(43)を考慮すれば， (41)式は
誓=rV+(6-r)嘔—妙p2塁 (44) 
に書き換えられる((38)の元の書き方を用いて）。
(44)式は危険回避的な資本市場での Vの決定方程式であり，そこでは (42)と(43)によ
って，
8=APpmap+r-μp (45) 
の関係が成立している。すなわち， 8-rは(29)式でのそれの意味するもの（配当率一短
期金利）とは違って，生産物価格の資本市場均衡リスク・プレミアムから価格上昇率期待
値を差し引いたものに等しい。
ところで t=Tにおける V,(T)は， (7)式を考慮して，
VT(1)=max(O, PT-L心 (46) 
となる。 (46)の境界条件の下で(44)式を解くことは， (30)の境界条件の下で(29)式を解く
ことと同等性を保っているので，第3節の末尾を考慮して， (13)の形の解が当面の問題の
解になることは明らかである8)。ただしここでの 0は(45)で定義されたものであることが
相違する点である。
付録．期限2のコール価格の数値例
横山 (1985,pp. 53~5)の T-Bond先物とヨーロヒ゜アン・コール・オプションの例
を，株式とそれを基礎にするコールの例に置き換えて，株価の微小変化に対するコール価
7) McDonald-Siegel (1984, p. 262)は， Pの価格をもつ取引可能資産を投資家が保有
することのリスク負担を， 補償するのに必要な均衡期待収益率がμ,であると考え
る。ただし対象となる資産は穀物や鉛筆のような保存可能な物であって，電気のよう
な物ではない。
8) Constantinides (1978)の(10)式は，われわれとは少し違った市場均衡の条件を想定
した分析を行って，われわれと同じ帰結に到達した。
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（現在） (1期） (2期）
~ 70 ⑥ 
@ 
~68.5 -67 67 
~© 65.5 
＼ 64 
〔各矢印は0.5の確率〕
図1 株価の変動期待
格の変化を算定しよう。
現在（オプションの期限まで2期）の株価は67, コールの権利行使価格は6,株価予想
変動率は1期間に士1.5ボイントで，その期待確率は0.5, リスク無し短期金利 rは1期
間0.115/12であると想定しよう。株価の2期間の変動期待は図1に描かれる。⑥点は現
在，R点とc点は1期の位置を意味する。⑥点でのボートフォリオとして表1の(b)では，
1期で株式 m単位をその時の予想枡潅i68.5で空売りし， 66コール・オプションの1単位
の買いポジションと組み合わしている。 このボートフォリオが2期（＝期限）に持つ価値
V2は， 2期における予想株価ふについて，株の買い戻し費用 mS2をオプション・プ
レミアム C2から差し引いた値
V戸 C2-mS2 (1*) 
と定義される。そして C2は
C2=max(O, S2-66) (2*) 
表1 ボートフォリオ (b)
ふ=68.5
買い
売り
66コール・オプション
！単位 1価格 I ぷ=70 I S2=67 
·~ 年 70-66I C,~67-6' 
S1 mS2 mS2 
ー
株現物 m 
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によって決まる。ふ=70の時の V2とS2=67の時の V2が等価であるためには， すな
わち
(70-66)-70m= (67-66)-67m(= Vi) (3*) 
が成立するには， m=lとならなければならない。故に Vi=-66である。またポートフ
オリオ(b)の1期での価値 Viは，前述と同様に考えて，
Vi=C1b―ms, 
となる。ふ(=68.5)の期待変化率を pとすると，
p=(E(S2)-S1) /S1 
(4*) 
(5*) 
であるが，当面の株価予想変動を当てはめると， p=Oになる。従って 1期から 2期まで
のキャヒ°タル・ゲイン V2ー 兄から，株空売り費用 rmS1を差し引いた残額がリスクな
し収益 rViに一致するという，次の市場均衡式が成り立つ9)。
Vi-Vi-rmS,=rVi (6*) 
(6*)式へ(4*)式，ふ=68.5,r=0.115/12, V2=-66, および m=lを代入して整理する
と，
C1b=2. 5/(1 +r) =2. 4763 
が得られ，この C1bIま⑥点における66コール・オプションのプレミアムである。
表2 ボートフォリオ (c)
(7*) 
ふ=65.5
買い
売り
66コール・オプション
株現物
I単位！価格 IS2=67 I S戸 64
~c.~67-66 I c,~o 
S1 mS2 mS2 
ー
m 
次にc点でのボートフォリオとして表2の(c)について，前記と同様の仕方で66コー ル・
オプションのプレミアムを算定しよう。このボートフォリオの2期（＝期限）における価
値 V2は(1*)と定義され， S2=67とふ=64のいずれの時の Vzも等価になるには，
(67-66)-67m=-64m(=V2) (8*) 
が成立しなければならないので， m=l/3になり，従って V2=-64/3である。さらにこ
のボートフォリオの1期での価値 Viは，
Vi=C1c-mS1 (9*) 
となる。市場均衡式(6*)へこれらの Viと V2,m=l/3, S1=65.5, および r=0.115/12
9)村田・里麻 (1991),第10章， (34)式と同様である。
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を代入して整理すると，
C1c=O. 5/(1 +r) =O. 4953 
と算定される。
表3 ポートフォリオ (a)
(10*) 
ふ=67 I単位 1価格 I
買売 りヽI"・;::: ョン I : I : I 
ふ=68.5
C1=C1b 
nS1 
I S1=65.5 
C1=C1c 
nS1 
そして現時点のRにおけるリスクのないボートフォリオは表3の(a)に構成される。1期
での予想株価が68.5と65.5のいずれの場合にも同じボートフォリオ価値 W1をもたらす
には，
2. 4763-68.5 n=O. 4953・-65. 5 n(= W1) (11*) 
が成立しなければならず，従って n=O.66033となり，これより W1= -42. 7563を得る。
また現時点でのこのボートフォリオの価値 W。は
Wo=C-nS (12*) 
であり， (6*)と同様の市場均衡式は
W,-Wo-rnS=rWi。 (13*) 
となる。この式へ上記の Wi,n, w;。を代入し， S=67,r=0.115/12と置いて整理する
と，
C=l. 4858/(l+r) =1. 4717 
が算出される。この Cがコール価格の公正値である。
(14*) 
ふ=68.6
買 いI66コール・オプション
売り I 株現物
ー
m 
さて現在の株価 Sが67.1に変わり，それに伴って，株価変動期待が図1での各株価に
0.1を加えた値になる以外は， すべて以前と同じ状態である場合にコール価格の公正値を
再計算しよう。まず表1~表3に対応するものとして，表4~表6を作成する。表4のボ
ートフォリオ(b')が2期に持つ価値V2は(1*)によって定義され，それがふ=70.1とふ＝
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67.1のいずれの時にも等価であるためには
4.1-70. lm=l. l-67. lm(=Vz) (15*) 
が成立し，従ってm=l,Vz=-66となる。またこのボートフォリオの 1期での価値Vi
は(4*)と，そして市場均衡式は(6*)と，それぞれ同じである。唯一の差異はふ=68.6と
なることで，従って
C1b=2. 6/(1 +r) =2. 57532 
と算出される。
(16*) 
S=65.6 
????
表5 ボートフォリオ (c') 
I単位l価格IS2=67.1 
66コール・オプション
ー
C1c 
株現物 m S1 
C2=67.1-66 
mS2 
~=O 
mS2 
次に表5のボートフォリオ (c')について， (c)について行った同じ手順をふむと，
m=l.1/3となり，従って Vi=-70. 51/3となり，これらとふ=65.6,,および(9*)式の
V1を (6*)式へ代入して整理すると，
C1,=0. 55/(l+r)=O. 54478 
を得る。
(17*) 
S=67.1 
????
66コール・オプション
株現物
表6 ボートフォリオ (a') 
！単位 1価格 I S,=68.6 I S,=65.6 
~H- c,:~• I c,~:,« 
さらに表6のボートフォリオ(a')について， (a)について行った同じ手順をふむと，
2. 57532-68. 6n=O. 54478-65. 6n(= W,) (18*) 
より n=O.67685, Wi=-43. 8566を得て， これらと S=67.1,および(12*)の W0を
(13*)の市場均衡式へ代入して整理すると，
C=l. 56004/(l+r)=l. 5452 (19*) 
が算出され，これが S=67.1の場合のコール価格の公正値である。
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